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Objetivo

Planteamiento del Problema

Vamos a considerar algunas formas razonables de empaquetar
discos en un rectangulo o de empaquetar latas en una caja:
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Objetivo

Planteamiento del Problema

Vamos a considerar algunas formas razonables de empaquetar
discos en un rectangulo o de empaquetar latas en una caja:

@ Disposiciones cuadradas (o rectangulares)
@ Disposiciones triangulares (0 hexagonales)
@ ...yoftras,
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Objetivo

Planteamiento del Problema

Vamos a considerar algunas formas razonables de empaquetar
discos en un rectangulo o de empaquetar latas en una caja:

@ Disposiciones cuadradas (o rectangulares)
@ Disposiciones triangulares (0 hexagonales)
@ ...yoftras,

y vamos a analizar con cudl se aprovecha mejor el espacio en
distintas situaciones.
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Objetivo

Disposiciones Cuadradas y Triangulares

Cuadrada / Rectangular:
todas las filas tienen el
mismo numero de discos.
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Objetivo

Disposiciones Cuadradas y Triangulares

Cuadrada / Rectangular: Triangular / Hexagonal:
todas las filas tienen el filas més juntas con un
mismo numero de discos. disco menos en las pares.
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Objetivo

Disposiciones Cuadradas y Triangulares

Cuadrada / Rectangular: Triangular / Hexagonal:
todas las filas tienen el filas més juntas con un
mismo numero de discos. disco menos en las pares.

¢, Con cual se aprovecha mejor el espacio?
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Tarea 1-A: Rectangulos de anchura 6

Vamos a empaquetar discos de
radio 1 en un rectangulo de ancho 6. 0

- REREENRENEN
Para ello colocamos la pared movil del
“banco de pruebas” como en la figura:
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Tarea 1-A: Rectangulos de anchura 6

Vamos a empaquetar discos de
radio 1 en un rectangulo de ancho 6. 0

- REREENRENEN
Para ello colocamos la pared movil del
“banco de pruebas” como en la figura:

Coloca 18 discos en disposiciones
cuadrada y triangular, mide qué
altura se necesita en cada caso y
anota los resultados en la tabla.

¢ Cual de las dos disposiciones ocupa
menos espacio?
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Tarea 1-A: Rectangulos de anchura 6

Vamos a empaquetar discos de
radio 1 en un rectangulo de ancho 6. 0

- REREENRENEN
Para ello colocamos la pared movil del
“banco de pruebas” como en la figura:

Coloca 18 discos en disposiciones
cuadrada y triangular, mide qué
altura se necesita en cada caso y
anota los resultados en la tabla.

¢ Cual de las dos disposiciones ocupa
menos espacio?

Repite la tarea con 23 discos.
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Tarea 1-B: Rectangulos de anchura 8

Ahora empaquetamos discos de
radio 1 en un rectangulo de ancho 8.

Para ello colocamos la pared mévil del
“panco de pruebas” como en la figura:
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Tarea 1-B: Rectangulos de anchura 8

Ahora empaquetamos discos de
radio 1 en un rectangulo de ancho 8.

Para ello colocamos la pared mévil del
“panco de pruebas” como en la figura:

Coloca 28 discos en disposiciones
cuadrada y triangular, mide qué
altura se necesita en cada caso y
anota los resultados en la tabla.

¢ Cual de las dos disposiciones ocupa
menos espacio?
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Tarea 1-B: Rectangulos de anchura 8

Ahora empaquetamos discos de
radio 1 en un rectangulo de ancho 8.

Para ello colocamos la pared mévil del
“panco de pruebas” como en la figura:

Coloca 28 discos en disposiciones
cuadrada y triangular, mide qué
altura se necesita en cada caso y
anota los resultados en la tabla.

¢ Cual de las dos disposiciones ocupa
menos espacio?

Repite la tarea con 32 discos.
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Resultados de la Tarea 1

La tabla con las alturas se debe parecer mucho a ésta:

| Ancho | Discos | Cuadrada | Triangular |  Mejor |

6 18 12°0 12’4 Cuadrada
6 23 16’0 159 Triangular
8 28 14°0 141 Cuadrada
8 32 160 159 Triangular
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Resultados de la Tarea 1

La tabla con las alturas se debe parecer mucho a ésta:

| Ancho | Discos | Cuadrada | Triangular |  Mejor |

6 18 12°0 12’4 Cuadrada
6 23 16’0 159 Triangular
8 28 14°0 141 Cuadrada
8 32 160 159 Triangular

@ A veces es mejor la disposicién C y otras es mejor la T.
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Resultados de la Tarea 1

La tabla con las alturas se debe parecer mucho a ésta:

| Ancho | Discos | Cuadrada | Triangular |  Mejor |

6 18 12°0 12’4 Cuadrada
6 23 16’0 159 Triangular
8 28 14°0 141 Cuadrada
8 32 160 159 Triangular

@ A veces es mejor la disposicién C y otras es mejor la T.
@ ;Cuando es mejor una y cuando otra?
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Resultados de la Tarea 1

La tabla con las alturas se debe parecer mucho a ésta:

| Ancho | Discos | Cuadrada | Triangular |  Mejor |

6 18 12°0 12’4 Cuadrada
6 23 16’0 159 Triangular
8 28 14°0 141 Cuadrada
8 32 160 159 Triangular

@ A veces es mejor la disposicién C y otras es mejor la T.

@ ;Cuando es mejor una y cuando otra?
¢ Habra que hacer siempre la prueba y medir?
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Resultados de la Tarea 1

La tabla con las alturas se debe parecer mucho a ésta:

| Ancho | Discos | Cuadrada | Triangular |  Mejor |

6 18 12°0 12’4 Cuadrada
6 23 16’0 159 Triangular
8 28 14°0 141 Cuadrada
8 32 160 159 Triangular

@ A veces es mejor la disposicién C y otras es mejor la T.
@ ;Cuando es mejor una y cuando otra?
¢ Habra que hacer siempre la prueba y medir?
¢Incluso para un numero muy grande de discos?
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JEICER
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Resultados de la Tarea 1

La tabla con las alturas se debe parecer mucho a ésta:

| Ancho | Discos | Cuadrada | Triangular |  Mejor |

6 18 12°0 12’4 Cuadrada
6 23 16’0 159 Triangular
8 28 14°0 141 Cuadrada
8 32 160 159 Triangular

@ A veces es mejor la disposicién C y otras es mejor la T.

@ ;Cuando es mejor una y cuando otra?
¢ Habra que hacer siempre la prueba y medir?
¢Incluso para un numero muy grande de discos?
¢ No sera mejor “modelizar”, buscar una férmula?
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

La formula clave

N AN
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

La formula clave
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

La formula clave
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

La formula clave

2=12+H =
H=+v3=1732...

SIS
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

La formula clave

R=1
1 22:12+H2 =
H=v3=1732...
H
-1 altura para F filas =
2+1'732(F-1) =
g +1732(F — 1)
10268 + 1732 F |
R=1 \
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

La férmula comparada con los datos de la Tarea 1

Para las disposiciones triangulares de la Tarea 1,
comparemos los datos que obtuvimos con los que nos da la
formula:

] Ancho \ Discos \ Filas \ Tarea 1 \ Férmula \

6 18 7 12’4 12’392
8 28 8 141 14’124
6/8 23/32 9 159 15856
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Aplicando la formula

Si con una anchura 8 (4 discos por fila) queremos empaquetar
56 discos, ¢qué disposicion sera mejor, C 6 T?
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Aplicando la formula

Si con una anchura 8 (4 discos por fila) queremos empaquetar
56 discos, ¢qué disposicion sera mejor, C 6 T?

Como no tenemos suficiente material para hacer la prueba
manipulando, tendremos que hacer cuentas:

Disposicién Cuadrada:
- numero de filas =
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Aplicando la formula

Si con una anchura 8 (4 discos por fila) queremos empaquetar
56 discos, ¢qué disposicion sera mejor, C 6 T?

Como no tenemos suficiente material para hacer la prueba
manipulando, tendremos que hacer cuentas:

Disposicién Cuadrada:
- numero de filas = 56/4 = 14
- altura total =
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Aplicando la formula

Si con una anchura 8 (4 discos por fila) queremos empaquetar
56 discos, ¢qué disposicion sera mejor, C 6 T?

Como no tenemos suficiente material para hacer la prueba
manipulando, tendremos que hacer cuentas:

Disposicién Cuadrada:
- numero de filas = 56/4 = 14
- altura total = 28
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Aplicando la formula

Si con una anchura 8 (4 discos por fila) queremos empaquetar
56 discos, ¢qué disposicion sera mejor, C 6 T?

Como no tenemos suficiente material para hacer la prueba
manipulando, tendremos que hacer cuentas:

Disposicién Cuadrada:
- numero de filas = 56/4 = 14
- altura total = 28
Disposicién Triangular:
- numero de filas =
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Aplicando la formula

Si con una anchura 8 (4 discos por fila) queremos empaquetar
56 discos, ¢qué disposicion sera mejor, C 6 T?

Como no tenemos suficiente material para hacer la prueba
manipulando, tendremos que hacer cuentas:

Disposicién Cuadrada:
- numero de filas = 56/4 = 14
- altura total = 28
Disposicién Triangular:
- numero de filas = (56/7)x2 =16
- altura total =
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Tarea 1
Resultados
La férmula clave

Rectangulos de anchura fija

Aplicando la formula

Si con una anchura 8 (4 discos por fila) queremos empaquetar
56 discos, ¢qué disposicion sera mejor, C 6 T?
Como no tenemos suficiente material para hacer la prueba
manipulando, tendremos que hacer cuentas:
Disposicién Cuadrada:
- numero de filas = 56/4 = 14
- altura total = 28
Disposicién Triangular:
- numero de filas = (56/7)x2 =16
- altura total = 0’268 + 1'732x 16 = 27°980.
Es decir, es mejor la disposiciéon T por un margen inapreciable.
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

La notacion C2, T3, T2’5, ...

Ahora suponemos que tenemos un numero fijo de discos y
analizamos de cuantas formas podemos empaquetarlos en un
rectangulo, admitiendo disposiciones cuadradas y triangulares
y sin que sobren huecos innecesarios.
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

La notacion C2, T3, T2’5, ...

Ahora suponemos que tenemos un numero fijo de discos y
analizamos de cuantas formas podemos empaquetarlos en un
rectangulo, admitiendo disposiciones cuadradas y triangulares
y sin que sobren huecos innecesarios.

Usaremos una notacién especial; llamaremos por ejemplo:

C2 ala disposiciones cuadradas en un rectangulo cuya
anchura es la de 2 discos,

T3 a la disposiciones triangulares en un rectangulo cuya
anchura es la de 3 discos,

T2’5 alas disposiciones triangulares en un rectangulo cuya
anchura es la de 2 discos y medio.
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Disposiciones de 6 discos

Por ejemplo, para 6 discos tenemos las posibilidades:

feee

C1 C2 T2 T2'5 T35
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Disposiciones de 6 discos

Por ejemplo, para 6 discos tenemos las posibilidades:

feee

C1 C2 T2 T2'5 T35

C3y C6 serian las mismas que C2 y C1, respectivamente.
T1’5 no es triangular, mientras que T3 y T4 dejarian huecos.
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-A: Disposiciones de 8 discos

Dibuja todas las disposiciones de 8 discos:
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-A: Disposiciones de 8 discos

Dibuja todas las disposiciones de 8 discos:
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-A: Disposiciones de 8 discos

Dibuja todas las disposiciones de 8 discos:
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-A: Disposiciones de 8 discos

Dibuja todas las disposiciones de 8 discos:
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-A: Disposiciones de 8 discos

Dibuja todas las disposiciones de 8 discos:

C1 T2 12’5
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-A: Disposiciones de 8 discos

Dibuja todas las disposiciones de 8 discos:

C1 T2 12’5 T3
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-A: Disposiciones de 8 discos

Dibuja todas las disposiciones de 8 discos:

fcece

T4'5

C1 T2 12’5 T3
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-B: Areas y Perimetros

Encuentra las disposiciones de 8 discos con menor area y con
menor perimetro, usando la siguiente tabla:

Disp. | ancho | alto area | Perim.
C1
c2
T2
T2'5
T3
T4°5
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-B: Areas y Perimetros

Encuentra las disposiciones de 8 discos con menor area y con
menor perimetro, usando la siguiente tabla:

Disp. | ancho | alto area | Perim.
C1 2
Cc2 4
T2 4

T2'5 5

6
9

T3
T4'5
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-B: Areas y Perimetros

Encuentra las disposiciones de 8 discos con menor area y con
menor perimetro, usando la siguiente tabla:

Disp. | ancho | alto area | Perim.
C1 2 16
Cc2 4 8
T2 4

T2'5 5

6
9

T3
T4'5
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-B: Areas y Perimetros

Encuentra las disposiciones de 8 discos con menor area y con
menor perimetro, usando la siguiente tabla:

Disp. | ancho | alto area | Perim.
C1 2 16 32
Cc2 4 8 32
T2 4

T2'5 5

6
9

T3
T4'5
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-B: Areas y Perimetros

Encuentra las disposiciones de 8 discos con menor area y con
menor perimetro, usando la siguiente tabla:

Disp. | ancho | alto area | Perim.
C1 2 16 32 36
Cc2 4 8 32 24
T2 4

T2'5 5

6
9

T3
T4'5
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-B: Areas y Perimetros

Encuentra las disposiciones de 8 discos con menor area y con
menor perimetro, usando la siguiente tabla:

Disp. | ancho | alto area | Perim.
C1 2 16 32 36
Cc2 4 8 32 24
T2 4 8928 - -

T2'5 5 7196 | 35980 | 24’392

6
9

T3 5464 | 32'784 | 22'928
T4'5 3’732 | 33’588 | 25'464
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-B: Areas y Perimetros

Encuentra las disposiciones de 8 discos con menor area y con
menor perimetro, usando la siguiente tabla:

Disp. | ancho | alto area | Perim.
CH1 2 16 32 36
c2 | 4 8 | (32 24
T2 4 8928 - -

T2'5 5 7196 | 35980 | 24’392

6
9

T3 5464 | 32784

T4'5 3732 | 33’588 | 25'464
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-C: Areas Superficiales

Imaginemos ahora que nuestros discos son en realidad latas
de conserva cilindricas de radio 1 y altura h, y que queremos
empaquetarlas de 8 en 8 en cajas gastando la menor cantidad
posible de carton.

La superficie del cartdn para una disposicién con area Ay
perimetro P sera:
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-C: Areas Superficiales

Imaginemos ahora que nuestros discos son en realidad latas
de conserva cilindricas de radio 1 y altura h, y que queremos
empaquetarlas de 8 en 8 en cajas gastando la menor cantidad
posible de carton.

La superficie del cartdn para una disposicién con area Ay
perimetro P sera: 2A + h-P.

Ampliemos la tabla anterior para los casos h=1y h=2:
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Numero fijo de discos

Planteamiento

Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-C: Areas Superficiales

ancho | alto area | P(eri.)= 2A+ hP

Disp. | x y |A=xy|2(x+y)|2A+P|2A+2P
C1 2 16 32 36

C2 4 8 32 24

T2 4 8928 - -

12’5 5 7°196 | 35’980 | 24’392

T3 6 5464 | 32’784 | 22’928

T4'5 9 3’732 | 33’588 | 25’464
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Numero fijo de discos

Planteamiento

Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-C: Areas Superficiales

ancho | alto area | P(eri.)= 2A+ hP

Disp. | x y |A=xy|2(x+y)|2A+P|2A+2P
C1 2 16 32 36 - -

C2 4 8 32 24

T2 4 8928 - - - -
12’5 5 7°196 | 35’980 | 24’392 - -

T3 6 5464 | 32’784 | 22’928

T4'5 9 3’732 | 33’588 | 25’464 - -
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-C: Areas Superficiales

ancho | alto area | P(eri.)= 2A+ hP
Disp. | x y |A=xy|2(x+y)|2A+P|2A+2P
C1 2 16 32 36 - -
ce | 4 8 32 24 112
T2 4 | 8928 —~ - - -
T25| 5 | 7196 | 35980 | 24'392 - -
T3 6 | 5464 | 327784 | 22'928 | 88'496
T45| 9 | 373233588 | 25'464 - -
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-C: Areas Superficiales

Asi pues, si la altura de las latas es h = 1 se gasta menos
cartén con la distribucién C2, mientras que si la altura es h =2
se gasta menos con T3.

Légicamente, como T3 tiene el menor perimetro, es tanto
mejor cuanto mas influye el perimetro en la cantidad 2A + h-P,
0 sea es tanto mejor cuanto mayor es h.

¢ Para qué altura h se gasta lo mismo con C2 que con T3?
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

Tarea 2-C: Areas Superficiales

Asi pues, si la altura de las latas es h = 1 se gasta menos
cartén con la distribucién C2, mientras que si la altura es h =2
se gasta menos con T3.

Légicamente, como T3 tiene el menor perimetro, es tanto
mejor cuanto mas influye el perimetro en la cantidad 2A + h-P,
0 sea es tanto mejor cuanto mayor es h.

¢ Para qué altura h se gasta lo mismo con C2 que con T3?
64 + 24h = 65'568 + 22928 h =
1'072h=1'568 = h~ 1'463
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

¢, Y si podemos apilar los botes?

Si podemos apilar los botes podemos pensar en poner 4
formando un cuadrado y otros 4 arriba.

¢ Cuanto cartén se gasta entonces para una altura h = 27
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

¢, Y si podemos apilar los botes?

Si podemos apilar los botes podemos pensar en poner 4
formando un cuadrado y otros 4 arriba.

¢ Cuanto cartén se gasta entonces para una altura h = 27
Area de la base 4 x 4 = 16, por 2 bases (arriba y abajo) = 32.
Area lateral = Perimetro por 2h = 16 x 4 = 64.

Area total 96 (frente a los 112 anteriores).
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Planteamiento
Numero fijo de discos Disposiciones de 8 discos

¢, Y si podemos apilar los botes?

Si podemos apilar los botes podemos pensar en poner 4
formando un cuadrado y otros 4 arriba.

¢ Cuanto cartén se gasta entonces para una altura h = 27
Area de la base 4 x 4 = 16, por 2 bases (arriba y abajo) = 32.
Area lateral = Perimetro por 2h = 16 x 4 = 64.

Area total 96 (frente a los 112 anteriores).

Para h = 4 se obtiene en cada caso la siguiente area lateral:
@ Apilando, 32 + 16x8 = 160.
@ ConC2,2A+ 4P =64 + 48 = 160.
@ ConT3,2A+ 4P =65'568 + 91’712 = 157/280.
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Extra: Densidad de Empaquetamientos Infinitos

Conclusiones

Conclusiones

A menudo podemos estudiar una situacién manipulandola,
como al principio, pero si hay que repetirla muchas veces o los
datos son poco manejables entonces es mejor hacer un
modelo matematico, encontrar las formulas que la gobiernan.

Las situaciones practicas en las que esta modelizacion puede
ayudar son variadas y cada una requiere un modelo ad-hoc:

@ Tengo que meter 23 barriles en un camion y quiero dejar el
mayor espacio libre al final para cargar mas cosas.

@ Tengo que transportar 96 barriles en un camion y quiero
echar el menor numero de viajes.

@ Tengo que empaquetar latas de 8 en 8, y puedo (0 no
puedo) apilarlas.
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Extra: Densidad de Empaquetamientos Infinitos

Conclusiones

Densidad de Empaquetamientos Infinitos

La densidad de un empaquetamiento es la proporcién de la
superficie que queda cubierta por los discos.

En una disposicion cuadrada con discos de radio 1 cada losa
cuadrada de superficie 4 queda cubierta por un disco de radio
m, por lo que la porcion del suelo cubierta es de /4 = 78'54%.
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Extra: Densidad de Empaquetamientos Infinitos

Conclusiones

Densidad de Empaquetamientos Infinitos

En una disposicion triangular con discos de radio 1 cada losa
triangular queda cubierta por tres sectores circulares de angulo
60°, o sea en total por medio disco de area 7/2.

Como la base del triangulo mide 2 y su altura mide
V3 =1'732, su area es 1732 y la proporcion de losa cubierta
es de 7/3'464 = 90'69% (frente al 78'54% anterior).
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